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2 WSTEP TEORETYCZNY

1 Cel pracy

Celem pracy byto poznanie funkcji fsolve() z pakietu SciPy', a takze napi-
sanie programu wykorzystujacego ta funkcje. Preferowanym interfejsem uzyt-
kownika programu byt interfejs graficzny.

Funkcja fsolve () stuzy do rozwigzywania uktadow dowolnej liczby row-
nan (w ogélnosci) nieliniowych.

2 Wstep teoretyczny

2.1 Sformulowanie zagadnienia

W przypadku rozwigzywania pojedynczego rownania mozemy przenie$¢ wszyst-
kie wyrazenia na lewg strone réwnania, otrzymujac

flz)=0 (1)

i nastepnie znajdujac wszystkie wartosci x (pierwiastki rownania), dla kto-
rych roéwnanie jest prawdziwe. Kiedy wystepuje tylko jedna niezalezna zmien-
na, problem mozna okresli¢ jako jednowymiarowy.

Kiedy mamy wigcej niz jedng zmienna, potrzebujemy wiecej niz jedne-
go rownania do znalezienia wartosci speliajacych réwnoczesnie wszystkie
rownania. W przypadku N zmiennych potrzebujemy N rownan. W ogélnosci
uktad réwnan moze mie¢ jedno konkretne rozwiazanie (tzn. N pierwiastkow),
wiecej niz jedno rozwigzanie, nieskonczenie wiele rozwigzan lub rozwigzanie
moze w ogdle nie istniec.

Uktad réwnan mozemy zatem opisa¢ stosujac notacje wektorowa, chcac
znalez¢ jeden lub wiecej N-wymiarowy wektor rozwigzan x:

F(x)=0 (2)

gdzie F oznacza N réwnan, ktore wszystkie rownoczesnie maja by¢ spelione.

Nie nalezy sie sugerowaé¢ notacyjnym podobienstwem wzoréw (1) i (2).
Zmalezienie rozwigzan N ukladow réwnan jest w ogdlnosci znacznie trud-
niejsze niz rozwigzanie rownania w przypadku jednowymiarowym.

http://www.scipy.org
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2.2 Numeryczne rozwigzywanie uktadéw réwnan nie-
liniowych — metoda Newtona-Raphsona

Smiato mozna stwierdzi¢, ze nie istniejg dobre ogblne metody rozwiazywania

uktadéw réwnan nielinowych [1]. Co wigcej, nietrudno jest zauwazy¢, dlacze-

go (prawdopodobnie) nie beda nigdy istnialy dobre ogélne metody:

Rozwazmy przypadek dwuwymiarowy, gdzie jednocze$nie chcemy rozwiazac

flz,y) = 0
g(x,y) =
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Rysunek 1: Graficzne przedstawienie rozwigzania dwéch nieliniowych réwnan
z dwoma niewiadomymi. Linia ciagla jest oznaczona funkcja f(z,y), a przery-
wana ¢(z,y). Szukane rozwiazania sa na przecieciu tych, niezaleznych od siebie,
krzywych. Ich liczba jest a priori nieznana. (Tlustracja na podst. [1].)

Funkcje f i g to dwie dowolne funkcje, ktore dziela ptaszczyzne na ob-
szary, gdzie warto$¢ odpowiednich funkeji jest dodatnia badZ ujemna. Nas
interesujg granice tych obszaréow, gdzie funkcje przyjmuja zero, czyli krzy-
we oznaczone linia przerywana i ciagla. Szukanymi przez nas rozwigzaniami
(o ile istnieja) sa punkty przeciecia sie tych krzywych. Niestety, funkcje f
i g nie maja, w ogdlnosci, ze sobag nic wspdlnego! Mowiac inaczej, nie ma
niczego specjalnego we wspélnym punkcie ani ,z punktu widzenia” funkcji

4
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f, ani funkcji g. W przypadku metod numerycznych szczegdlnie problema-
tyczny moze tez by¢ przypadek punktu oznaczonego na rysunku (1) jako M.
Wykresy funkcji ,zblizaja sie” w nim do siebie, ale mimo wszystko nie jest
to szukane miejsce zerowe.

Z powodu powyzszych probleméw numeryczne szukanie pierwiastkow jest
praktycznie niemozliwe bez wczesniejszego przeanalizowania danego zagad-
nienia do rozwiazania. Prawie zawsze nalezy uzy¢ jakichs dodatkowych in-
formacji, specyficznych dla danego problemu, i odpowiedzie¢ na podstawowe
pytania w rodzaju ,czy spodziewamy sie pojedynczego rozwiazania?” albo
»,2dzie w przyblizeniu znajduje sie rozwigzanie?”.

Jedng z metod numerycznego rozwiazywania uktadéw réwnan jest me-
toda Newtona-Raphsona [1], ktéra bardzo dobrze zbiega do szukanych pier-
wiastkéw, jesli podamy wystarczajgco dobre poczatkowe przyblizenie. Meto-
da moza zasygnalizowac takze brak powodzenia, co moze oznaczac¢, ze nasz
domniemany pierwiastek nie istnieje w poblizu podanego przyblizenia.

Typowy problem daje N funkcji do wyzerowania, ktore majag N zmien-
nych:

E(.Tl,l’g,...,l'N):O 221,2,,]\[ (3)

Oznaczmy przez x caly wektor wartosci x; oraz przez F caly wektor funk-

c¢ji F;. W otoczeniu x kazda z funkcji F; moze byé rozwinieta w szereg Taylora:

Fy(x + 0x) = +Z + 0(0x). (4)

L

Macierz pochodnych czastkowych, Wystgpujaca w réwnaniu (4), to ma-
cierz Jacobiego J (zwana takze czasem w literaturze jakobianem):

OF;
J 81‘]‘ ( )
W notacji macierzowej réwnanie (4) mozna zapisaé jako
F(x + 6x) = F(x) + J - 0x + O(6x?). (6)

Przy zaniedbaniu O(6x?) i po przyréwnaniu F(x + 0x) = 0 otrzymujemy
uktad réwnan liniowych, z ktérego mozemy obliczy¢ wektor poprawek 0x,
ktore przyblizaja rownoczesnie kazda funkcje do zera, a mianowicie

J.ox=—-F (7)

Réwnanie macierzowe (7) mozna numerycznie rozwigza¢ metoda rozktadu
LU. Poprawki sg nastepnie dodawane do wektora rozwiazan

Xnowe = Xstare T 0x (8)

i procedura jest powtarzana az do uzbieznienia wyniku.
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3 Implementacja

3.1 Uzyte oprogramowanie i biblioteki

Program bedacy czescig niniejszej pracy jest napisany w jezyku skryptowym
python?. Korzysta on z bibliotek PyQt® (w celu dostarczenia estetycznego
i wygodnego graficznego interfejsu uzytkownika) oraz SciPy*, ktéra dostar-
cza programiscie szereg funkcji z dziedziny metod numerycznych i obliczen
naukowo-inzynierskich.

W szczegblnosci, w pracy nad pisaniem oraz testowaiem programu zostaty
uzyte nastepujace wersje oprogramowania (moze by¢ to istotna informacja w
przypadku dostosowywania programu w przysztosci, kiedy API® moze ulec
zmianie):

e python - 2.4.4

e (Qt - 3.3.7 (PyQt to tak naprawde zbiér dowigzan do biblioteki @,
ktora jest napisana w C++)

o PyQt - 3.17 (sip - 4.5.2)
e SciPy - 0.5.2 (NumPy - 1.0.1)

3.2 Funkcja fsolve() pakietu SciPy

Do znajdywania pierwiastkéw wielomiandéw nalezy uzy¢ funkcji root (). Funk-
cja fsolve )% stuzy do znajdywania pierwiastkéw uktadéw réwnan nielino-
wych [2]. Przyktadowa sesja w trybie interaktywnym pythona (tutaj z uzy-
ciem ipythona™) moze wygladaé nastepujaco:

Najpierw nalezy wezytaé odpowiednie moduly (a wtasciwie zaimportowaé
odpowiednie funkcje do aktualnej przestrzeni nazw):

In [1]: from scipy import *

In [2]: from scipy.optimize import fsolve

2http://www.python.org

3http://www.riverbankcomputing.co.uk/pyqt/

4http://www.scipy.org

5 Application Programming Interface

6Jedli zajrzymy do zrédet SciPy, zauwazymy, ze funkcja fsolve() wywoluje tak naprawde
kod napisany w Fortranie. W plikach zrédlowych znajdziemy komentarz, ze uzyta metoda
to ,zmodyfikowana metoda hybrydowa Powella” (w oryginale: ,modification of the powell
hybrid method”), a kod jest czeécia projektu Minpack i pochodzi z marca 1980 roku.

"http://ipython.scipy.org
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Funkcja fsolve() wymaga (co najmniej) podania funkcji (lub uktadu
funkeji) do rozwiazania oraz punktu startowego (przyblizonego rozwigzania).
Przyjmijmy nastepujace przyktady:

e przyktad pojedynczego réwnania:

x + 2cos(x) = 0,

e przyktad uktadu dwoch réwnan:

x1c08(12)

T1Tx9 — X = 5.

Rozwiazanie graficzne obu przyktadéw przedstawiaja, odpowiednio, wy-
kresy (2) 1 (3).

H + 2*-::03(:-:'}
rozwiazanie

-6 1 1 1 1
-4 -2 ] 2 4

Rysunek 2: Graficzne rozwiazanie pojedynczego réwnania = + 2cos(z) = 0
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18 T
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Rysunek 3: Graficzne rozwiazanie uktadu réwnan: xjcos(xe) = 4 oraz r1xe —x9 =
5.

Za punkty startowe przyjmijmy, odpowiednio, 0.3 oraz (1;1).
Najpierw musimy zdefiniowaé¢ funkcje, ktére podamy jako argument dla
funkcji fsolve():

In [3]: def f(x):
: return x + 2*cos(x)

In [4]: def f2(x):
: out = [x[0]*cos(x[1]) - 4]
out.append(x[1]*x[0] - x[1] - 5)
return out

a nastepnie mozemy poszukaé rozwigzania i je wypisac:

In [5]: x0 = fsolve(f, 0.3)
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In [6]: print xO
-1.02986652932

In [7]: x02 = fsolve(f2, [1, 1])

In [8]: print x02
[ 6.50409711 0.90841421]

Jak wida¢ na przyktadzie, drugim argumentem funkcji fsolve() jest
punkt startowy.

Oprécez funkeji do rozwiazania oraz punktu startowego mozna podaé (opcjo-
nalnie) takze szerego innych parametréw. W celu uzyskania szczegétowej po-
mocy mozna wpisac

In [9]: help(fsolve)
Help on function fsolve in module scipy.optimize.minpack:

fsolve(func, x0, args=(), fprime=None, full_output=0, col_deriv=0,
xtol=1.49012e-08, maxfev=0, band=None, epsfcn=0.0,
factor=100, diag=None)
Find the roots of a function.

Description:

Return the roots of the (non-linear) equations defined by
func(x)=0 given a starting estimate.

Inputs:
C...)

(wyjscie zostato przyciete)

W szczegoblnosei, argument fprime moze zawiera¢ odwotania do funkcji
zwracajacych wartos¢ jakobianu. Jesli argument ten jest pominiety, wartosé
jakobianu jest szacowana numerycznie.

Funkcja fsolve() moze takze zwracaé wiecej informacji niz tylko wy-
nik. Zeby uzyskaé¢ takie zachowanie, nalezy dodaé argument full_output
ustawiony na niezerows wartos¢, np.:

In [10]: x0, infodict, ier, mesg = fsolve(f2, [1, 1], full_output=1)

W przypadku niepowodzenia warto$é¢ ier jest ustawiona na wartosé rézna
od 1, a zmienna mesg zawiera czytelny komunikat (po angielsku) méwiacy o
przyczynie porazki.
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3.3 Aplikacja GUI

Stworzenie aplikacji z graficznym interfejsem uzytkownika (GUI), wykorzy-
stujacej pythona i biblioteke SciPy byto istotnym elementem pracy. Ponizej
zostata przedstawiona dokumentacja programu (praca.py).

3.3.1 Interfejs uzytkownika

Po uruchomieniu programu na ekranie pojawi sie nastepujace okienko:

Podaj ilosé funkeji: |2 0K Koniec

Rysunek 4: Poczatkowy ekran programu

Program obstuguje uktad réwnan o dowolnej ilosci funkcji. Nalezy podac,
ile bedzie rownan w uktadzie.
Po wybraniu OK ujrzymy:

Podaj ilosé funkcji: |2 Koniec

Podaj funkegje. Uzyj "x1", "x2" jako zmienne:
F1: I F2: I

Podaj punkt startowy:

x[1]: |n.n x[2]: |0.n

I™ Podaj jakobian (opgjonalnie)

Rozwigi!

Wprowadz inng ilosé funkeji

Rysunek 5: Ekran programu - wprowadzanie danych

Nalezy teraz podaé dane wejsciowe, tzn. funkcje w uktadzie réwnan (przy-
réwnane do zera) oraz punkt startowy. Po zaznaczeniu checkboxa ,Podaj
jakobian (opcjonalnie)” mozna podaé¢ analitycznie znalezione wartosci jako-
bianu, tzn. pochodne czastkowe po wszystkich zmiennych:

10
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Podaj ilog¢ funkei: |2 Koniec

Podaj funkeje. Uzyj "x1", "x2" jako zmienne:
F1: I F2: I
Podaj punkt startowy:

x[1]: I{]_{] x[2]: I{].EI

¥ Podaj jakobian (opcjonalnie)

dF1/dx1: | dF1/dx2: |
dF2/dx1: | dF2/dx2: |
Rozwigz!

Wprowadz inng ilogé funkeji

Rysunek 6: Ekran programu - wprowadzanie danych z jakobianem

Interesujacym (z programistycznego punktu widzenia) aspektem progra-
mu jest fakt, ze wiekszo$¢ widgetow (elementéw interfejsu graficznego uzyt-
kownika, takich jak etykiety i pola tekstowe) jest tworzona dynamicznie, gdyz
ich ilo§¢ nie jest z gory znana (uzytkownik sam okresla ilosé réwnan).

3.3.2 Przyklad dzialania

Jako przyktad mozemy wprowadzi¢ uktad réwnan rozwazany w rodziale , Funk-
cja fsolve() pakietu SciPy”, czyli:

xricos(xy) —4 = 0

1‘1[[’2—1’2—5 ==

oraz punkt startowy (1;1):

11
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Podaj ilog¢ funkei: |2 Koniec

Podaj funkeje. Uzyj "x1", "x2" jako zmienne:

F1: le"c&s{x?l -4 F2: le"‘xﬂ -x2-5
Podaj punkt startowy:
x[1]: |1 x(2]: [1

I~ Podaj jakobian (opcjonalnie)

Rozwigz!

Wprowadz inng ilosé funkeji

Rysunek 7: Ekran programu - przykladowe wprowadzanie danych

Pomiedzy polami tekstowymi mozemy sie szybko przemieszczaé¢ z uzy-
ciem klawiatury za pomoca klawisza Tab oraz Shift + Tab. Po wprowadze-
niu danych mozemy wybra¢ przycisk ,Rozwiaz!” w celu wywotania funkcji
fsolve() i uzyskania wyniku:

12



3.3 Aplikacja GUI 3 IMPLEMENTACJA

Podaj ilog¢ funkei: |2 Koniec

Podaj funkeje. Uzyj "x1", "x2" jako zmienne:

F1: le"c&s{x?l -4 F2: le"‘xﬂ -x2-5
Podaj punkt startowy:
x[1]: |1 x(2]: [1

I~ Podaj jakobian (opcjonalnie)

Rozwigz!
Wynik:
X0: 6.50409710671 0.90841420647
F1(X0): 3.73212571958e-12 F2(X0): 1.61701763091e-11

The solution converged.

WprowadZ inng ilogé funkeji

Rysunek 8: Ekran programu - przykladowy wynik

W polach na szarym tle znajduje si¢ wynik. W linii X0 znajduje sie zna-
leziony pierwiastek, a nizej wartosci funkcji w znalezionym punkcie (idealnie
powinny by¢ réwne zero). Na samym dole widzimy komunikat metody, ktory
moze by¢ pomocny w przypadku niepowodzenia funkcji fsolve().

Jezeli chcemy wprowadzi¢ inna ilo$é funkeji (np. sprawdzié¢ teraz przy-
padek jednowymiarowy), mozemy wybraé¢ przycisk ,WprowadZ inng ilo$¢
funkcji”. W przeciwnym wypadku mozemy zmieni¢ dane wejSciowe i ponow-
nie wybra¢ ,Rozwiaz!”. Przycisk ,,Koniec” konczy w dowolnym momencie
dziatanie programu (mozna takze nacisna¢ klawisz Escape na klawiaturze w
celu uzyskania tego samego rezultatu).

13
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4  Wnioski

Python wraz z biblioteka SciPy to potezne narzedzie, mogace mie¢ zastosowa-
nie w pracy naukowcéw i inzynieréw, poréwnywalne® nawet z komercyjnymi
pakietami w rodzaju Matlaba. Mozliwos$¢ korzystania z szerokiej gamy biblio-
tek dostepnych z poziomu pythona pozwala na tworzenie bardzo zréznicowa-
nych aplikacji. Na szczegdlng uwage zastuguje biblioteka PyQt umozliwiajaca
szybkie tworzenie zaawansowanych, estetycznych i tatwych w obstudze apli-
kacji graficznych.

Stworzony program z graficznym interfejsem uzytkownika pozwala znaj-
dowa¢ pierwiastki uktadéw réwnan nieliniowych, a zatem spetnia zatozenia
postawione na poczatku.

8Szczegdlnie w potaczeniu z pakietem Matplotlib (http://matplotlib.sourceforge.
net), ktérego omoéwienie wykracza poza zakres tej pracy.

14
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